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1905年爱因斯坦为了解释光电效应的实验结
果提出了光量子理论［1］，该理论认为光不仅在发出
时是量子化的，而且在空间中传播时也是量子化的，
光是由一个一个光子组成，每个光子的能量为 E =
hν，在光与物质相互作用时，光子只能整个的被吸收
或者发射．

1911年卢瑟福由 α粒子被金箔散射实验［2］，提
出了有核原子模型，该模型肯定了原子中有一个带
有所有正电荷几乎集中了原子所有质量的原子核的
存在，电子在核外运动．卢瑟福的核式原子结构有着
不可克服的困难．核与电子之间的 1 / r2库仑作用，如
果把电子绕核运动类比成像行星绕太阳运动的话
( 1 / r2的万有引力) ，加速运动的电子会发出电磁波
而损失能量，在 10－9 s的时间内就坍塌到核里面，原
子不复存在．但现实中谁也没有见到坍塌的原子，此
即原子的稳定性问题．与原子稳定性问题相联系是
原子光谱的形状．在电子坍塌到原子核的过程中原
子的能量是连续变化的，因此原子光谱应该是连续
的，实验观测到的原子光谱都是分立的，这个理论预
测直接和实验事实相矛盾．卢瑟福原子模型还有一
问题难以解释，那就是原子的同一性，对于一种特定
的样品，所有的原子不管它是哪里的，都具有相同的
结构．卢瑟福的原子类似一个小的太阳系，每个原子
最后的结构依赖于系统的初始条件．但很难保证每
一种原子都具有相同的初始条件，每一种原子应该
具有不同的结构．然而我们轻而易举就能找到相同

的原子，美国的铁原子和中国的铁原子，甚至月球上
的铁原子在结构上没有丝毫差异．

为了解决卢瑟福原子遇到的稳定性、同一性、光
谱的分立特征和复杂的氢原子光谱与一个凭经验凑
出来的里德伯( J．Rydberg) 公式完全符合之谜，1913
年玻尔( N．Bohr) 综合了爱因斯坦的量子论和卢瑟
福的有核原子模型提出的玻尔氢原子理论［3］．

原子物理学的教材大多数都是这样讲述玻尔氢
原子理论的，首先列出玻尔的三个假设，定态假设、
频率条件和角动量量子化，然后从角动量量子化和
牛顿运动定律解出了氢原子能级，再依据频率条件
就给出了氢原子线系之谜．从教学的简洁性和逻辑
性来说，这样的讲述很完整，但学生问为什么角动量
是量子化的呢? 教师也有点无所适从．本文第二部
分重现了玻尔最初提出的氢原子理论，从玻尔的理
论归纳出了对应原理，第三部分给出了对应原理的
两个具体的应用，即通过经典理论给出原子光谱的
强度和矩阵力学的建立过程，最后评述一下玻尔氢
原子理论的重要性和对应原理的历史意义．

1 玻尔氢原子理论

电子在库仑场中运动
V= －k / r

式中的系数 k=
Ze2

4πε0
，电子绕核运动，角动量守恒

pφ =mr
2 dφ
dt

( 1)
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式中 m为电子质量，由上式得

dt =
mr2

pφ
dφ  T = ∫dt = 2m

pφ ∫
2π

0

r2

2
dφ = 2m

pφ
πab ( 2)

上式积分 ∫
2π

0

r2

2
dφ = πab为椭圆面积，a和 b分别为

椭圆半长轴和半短轴，设椭圆偏心率为 e，则半短轴

b和半长轴 a及偏心率 e的关系为 b=a 1－e槡 2，联合
该式和 p2φ =mka( 1－e

2 ) ，得到

b2 =
p2φa
mk 

b
pφ

= a
mk槡

将上式代入椭圆周期式( 2) ，得

T= 2mπa
a
mk槡 = 2π

ma3

k槡
考虑到椭圆轨道系统的能量 E = － k

2a
，得电子椭圆

轨道的频率和体系的能量 |E |之间的关系:

T=πk
m
2

1
|E | 3槡  ν= 1 /T=

1
πk

2
m槡 |E | 3 /2 ( 3)

这一结论常称为开普勒第三定律．
玻尔认为，经典轨道中只有某些离散的能量所

对应的状态( 定态假设) 才是稳定的，这些离散的能
量用正整数 n标记，玻尔进一步假定

E( n) = hν( E) f( n) ( 4)
由对应原理的精神，玻尔提出当量子数 n 很大，Δn
很小时，量子论得到的结果和经典力学的结果相同，
上式两边对 n求导得

E' =hνf'+hfν'
进一步整理，上式可化为

f' =
E'
hν

－ f
ν

dν
dn

=E'
hν

－ E
hν2

dν
dE

E' =

E'
hν

1－
E
ν

dν
dE( ) =E'

hν
1－E

dlnν
dE( ) ( 5)

当电子从轨道 n ( n＞＞1) 跃迁到相邻轨道 n－1 时，
Δn= 1，两条轨道能量差很小，放出辐射前和放出辐
射后电子轨道运动频率比接近于 1，放出的辐射频
率和电子轨道运动频率之比也接近于 1，从经典频
率表达式( 5) 得

ΔE=E'Δn=E' =hνf' / 1－E
d ln ν
dE( ) ( 6)

从玻尔跃迁假设的频率条件假设 hν=En'－En 得
ΔE=hν( E) ( 7)

比较式( 6) 和式( 7) 可得

lim
n→!

f' = 1－E
d ln ν
dE

( 8)

由开普勒第三定律式( 3) 得

E
d ln ν
dE

= 3 /2

将上式代入式( 8) 得

f' = －
1
2  f= －

1
2
n

于是由式( 4) 可得原子体系的总能量

E( n) = － n
2
hν( E)

上式联合开普勒第三定律式( 3) 得到

E( n) = － 2π2k2m
n2h2

= － Z2me4

( 4πε0 )
22h－ 2n2 ( 9)

上式正是量子数 n＞＞1 时的氢原子能级公式，式中
h－ =h / 2π( ) ．根据对应原理的精神，玻尔合理地设想，
对于量子数 n 小的轨道该公式也适用，式( 9) 就是
氢原子( 类氢离子) 的玻尔能级公式，式中 n = 1，2，
3，…为主量子数．再由跃迁假设的频率条件，玻尔氢
原子理论完美的解释了氢原子光谱的各个线系．

设电子绕原子核作圆周运动，牛顿定律为
mv2

r
= 1
4πε0

e2

r2

原子体系的总能量为

E=T+V=
1
2
mv2－

1
4πε0

e2

r
= － 1

2
1

4πε0

e2

r
( 10)

由式( 9) 和式( 10) 得到

rn =
4πε0h－

2

me2
n2 ( 11)

电子运动的速度为

v=
e2

4πε0mr槡 ( 12)

电子绕核做圆轨道运动的角动量等于

L=mvr=mr
e2

4πε0mr槡 = me2r
4πε0槡 =nh－， n= 1，2，3．．．

( 13)
式( 13) 就是我们所说的角动量量子化．一般教科书
都把角动量量子化作为玻尔理论的第三个假设，其
实角动量量子化是在玻尔理论两个假设的基础上应
用对应原理导出的一个推论．

2 对应原理及应用

在量子力学出现以前，由玻尔在 1913年文章萌
芽到 1918 年系统阐述的对应原理，在 1913 年到
1925年以前对原子物理学和量子理论的发展有极
其深刻的影响，该原理在经典概念和量子概念之间
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建立了特殊的联系．事实上，当人们在量子理论范围
内解释原子结构的许多问题遇到严重困难时，对应
原理便成了获取新成果时带有指导性的思维方法．

玻尔关于对应原理比较精确而晦涩的表述
为［4］:没有关于定态间跃迁机制的详细理论，我们
当然不能普遍地得到两个这种定态之间自发跃迁几
率的严格确定法，除非各个 n 是一些大数，…，对于
并不是很大的那些 n 值，在一个给定跃迁的几率和
两个定态中粒子位移表示式的傅里叶系数值之间也
必定存在一种密切的联系．

我们举两个具体的例子，即通过经典理论给出
原子光谱的强度和矩阵力学的建立过程，来看看对
应原理如何工作的．当然对应原理还有很多的
应用［5，6］．

2．1 原子光谱强度的计算
对应原理一个很大用途就是通过经典理论给出

原子光谱的强度［7］．一个例子，设原子从 E( n) 能级
自发辐射到较低的 E ( n－τ) 能级，由爱因斯坦的理
论，单位时间辐射的能量为

dE
dt

=hντA
n－τ
n ( 14)

自发辐射的谱线强度与 An－τ
n 有关．当 n＞＞1，n＞＞τ时，

自发辐射的频率为 ντ = τνc，经典电动力学中，把电
偶极矩 P做傅里叶展开

P = Σ
!

τ = －!
Pτexp( 2πiτνc t) ( 15)

容易得到

P̈2 = ( 2πνc )
4Σ
τ，τ'

PτPτ'τ
2τ'2exp［2πi( τ+τ') νc t］

上式对时间求平均后，只有 τ' = －τ的项不为零，即

P̈2 = ( 2πνc )
4Σ

!

τ = －!
| Pτ |

2τ4 ( 16)

由经典电动力学，偶极振荡单位时间辐射的能量为

dE
dt

= 2 P̈2

3c3
( 17)

比较式( 14) 和式( 17) ，局限于讨论 ντ = τνc 的辐射，
得自发辐射系数为

An－τ
n = 2 ( 2π)

4

3hc3
ν3τ |Pτ |

2

2．2 矩阵力学的建立
1925年海森伯从玻尔频率条件和克喇末斯( H．

Kramers) 色散理论看到了矩阵力学的端倪，他试图
借助可观察量，运用对应原理将物理量写成无限维
方矩阵，得到了量子化条件和谐振子能级公式．玻尔

的氢原子理论中一系列定态对应于一个能量E( n) ，
E( l) 等等，两个能级直接的跃迁原子会放出一个光
子，光子的频率满足玻尔频率条件:

ω( n，l) =［E( n) －E( l) ］/h－ ( 18)
显然就频率而论，满足里兹( W．Ritz) 组合定则，即

ω( n，k) +ω( k，l) = ω( n，l) ( 19)
经典方法用振幅和频率描述运动，必须把坐标写成
傅里叶级数

x( t) = Σ
τ
xτe

iτω( n) t ( 20)

x( t) 是实数，使得式子 x－τ = x
*
τ 成立．量子论中代替

式( 20) 表述原子的信息，海森伯用频率和振幅的新
形式［8］

x( n，l) eiω( n，l) t ( 21)
来代替式( 20) ，式( 21) 中 n－l = τ，ω( n，l) = ω( n，n－
τ) 与式( 20) 中的 τω ( n) 对应，并且假定 x ( l，n) =
x( n，l) * 和ω( l，n) = －ω( n，l) 成立，这样一种替换是
思维的质的飞跃，它将矩阵引入了量子力学，下面的
分析会看到 x( n，l) 就是一个无限维方矩阵．

看一看 x( t) 2的表达式的经典方法和量子论方
法的不同，借助于傅里叶变换中卷积定理易得

x2 ( t) = Σ
+!

－!
βBβ( n) e

iω( n) βt

其中

Bβ( n) e
iω( n) βt = Σ

+!

－!
τxτ( n) xβ－τ( n) e

iω( n) ［τ+ ( β－τ) ］t

( 22)
由式( 21) ，式( 22) 合理的转译至量子论形式为

B( n，n － β) eiω( n，n－β) t =

Σ
+!

－!
τx( n，n － τ) x( n － τ，n － β) eiω( n，n－β) t ( 23)

海森伯将式( 22) 转译至式( 23) 的形式不是没有理
由的，主要的原因是使其理论满足里兹( W．Ritz) 组
合定则式( 19) 的要求．事实上，量子论中的光是原子
中电子在初末状态跃迁的结果，经典情况下频率关
系为 τω( n) +( β－τ) ω( n) = βω( n) ，按照里兹组合定
则要求，与经典频率关系对应的量子论中频率关系
为 ω( n，n－τ) +ω( n－τ，n－β) = ω( n，n－β) ，按此角标
的对应关系，式( 22) 必然转录成式 ( 23) 的形式．如

果是不同的两个物理量 x( t) = Σ xτe
iτωt，y( t) =

Σ yρe
iρωt 的乘积，经典的形式为

z( t) = Σ zτe
iτωt = Σ τΣ σ

xσyτ－σe
i［σ+ ( τ－σ) ］ωt

即 zτ = Σ σ
xσyτ－σ ( 24)
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上式转译至量子论为

z( n，l) = Σ
+!

－!
k
x( n，k) y( k，l) ( 25)

量子论中两个物理量乘积的表达式( 25) 实质上就
是数学上两个矩阵的乘积．

有了量子论中物理量是矩阵的崭新的思想，现
在就可以考查一下玻尔－索末菲( Bohr－Sommerfeld)
量子化条件

∮pdq = J( = nh) ( 26)

具有的新形式了．为此我们还是从经典表达式( 20)
出发，借助对应原理将量子化条件转译至量子论的
表述．由式( 20) 得

mx·= mΣ
τ
xτ iτω( n) e

iτω( n) t

量子论条件表述为

∮mx·dx = ∮mx·2dt = 2πmΣ
!

－!
τxτx－ττ

2ω( n) =

2πmΣ
!

－! τ
| xτ |

2τ2ω( n) ( 27)

得出上式时使用了 δ( ω) =
1
2π∫

T

0

eiωtdt． 对应原理的要

求，量子化条件式( 26) 不能和量子动力学一致，用
下面的表达式更自然一些，

d
dn
( nh) =

d
dn∮pdq = d

dn∮mx·2dt

考虑到式( 27) ，上式为

h = 2πmΣ
!

－! τ
τ

d
dn
( τω( n) | xτ |

2 ) ( 28)

现在需要将式( 28) 通过对应原理转译至量子论中．
经典频率向量子频率过渡按下式

τω=τ
1
h

dE
dn → ω( n，n－τ)

即当主量子数 n很大时光谱的量子频率过渡到经典
的频率．参照玻尔的频率条件式( 18) ，

τ
dE
dn → E( n) －E( n－τ) 

τ
df( n)
dn → f( n) －f( n－τ)

上式中 f( n) 为任意函数，即玻尔对应原理要求将经
典情况函数 f对量子数 n微商替换为量子论情况下
差分的形式．海森伯从玻恩( M． Born) 那学到了将式
( 28) 转译为满足克喇末斯的色散公式或库恩－托马
斯( Kuhn－Thomas) 求和公式的差分形式，

h = 2πmΣ
!

－! τ
［| x( n + τ，n) | 2ω( n + τ，n) －

| x( n，n － τ) | 2ω( n，n － τ) ］ ( 29)
上式也可写为

h－ = mΣ
!

－! τ
［| x( n + τ，n) | 2ω( n + τ，n) －

| x( n，n － τ) | 2ω( n，n － τ) ］=

－ 2mΣ
!

－! τ
| x( n，n － τ) | 2ω( n，n － τ) ( 30)

式( 30) 为海森伯量子化条件，海森伯由此量子化条
件导出了量子简谐振子的能级

En =hν( n+1 /2) ， n= 0，1，2，…．
海森伯发表了他的新力学后，玻恩和约当 ( P．

Jordan) 进一步发展了海森伯的思想，他们做出的最
重要的工作是将海森伯量子化条件式 ( 30) 改写为
一个更简洁的形式［9］．

玻尔－索末菲量子化条件式( 26) 可写为

J( = nh) = ∮pdq = ∫
2π /ω

0

pq·dt ( 31)

经典动量，位置的表达式为

p = Σ τ
pτe

iτωt， q = Σ τ
qτe

iτωt

显然

q·= Σ τ
iωτqτe

iτωt

将这些表达式代入量子化条件的式( 31) 并在方程
的两边对 J偏微分得

1 = 2πiΣ
!

－!
τ

J
( qτp－τ ) = 2πiΣ

!

－!
τ

J
( qτp

*
τ )

( 32)

得到上式时用到了关系式 δ( ω) =
1
2π∫

T

0

eiωtdt，注意到

J=nh，由对应原理可知，式( 32) 转译至量子论后具
有如下的形式，

1 = 2πi
h Σ

!

τ = －!
［p* ( n + τ，n) q( n + τ，n) －

q( n，n － τ) p* ( n，n － τ) ］
2πi
h Σ

!

τ = －!
［p( n，n + τ) q( n + τ，n) －

q( n，n － τ) p( n － τ，n) ］ ( 33)
物理量 q、p 在量子论中显然是矩阵形式，上式可以
写成简洁的形式如下

pq－qp= －ih－ 或者 qp－pq= ih－ ( 34)

由于位置和动量都是矩阵，令 p=mq·，则有
q= q( n，k) eiω( n，k) t

p=mq· = iω( nk) q( n，k) eiω( n，k) t

将上面两式代入式( 33) 得
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imΣ k
［ω( n，k) q( n，k) q( k，n) －

ω( k，n) q( n，k) q( k，n) ］= h－

i
上式进一步化简得

－ 2mΣ k
ω( n，k) | q( n，k) | 2 = h－

这个结果正是海森伯量子化条件式( 30) ．位置和坐
标之间的对易关系式( 34) 是量子论中最基本的对
易关系，狄拉克 ( P． Dirac) 从量子泊松括号出发也
得到了式( 34) ，不过比玻恩和约当稍晚一点．

海森伯、玻恩和约当三人完成了矩阵力学的完
整表述，主要内容包括海森伯的对易关系多自由度
推广，玻恩的正则变换和约当的角动量研究［10］．文
中设 f 为 q、p 的所有有理函数，由基本对易关系式
( 34) 得到

h－

i
f
p

= fq－qf，
h－

i
f
q

= pf－fp ( 35)

令 f等于系统哈密顿量 H，哈密顿正则方程

p·= － H
q
，q
·

=H
p

则式( 35) 变为
h－

i
q·=Hq－qH，

h－

i
p·=Hp－pH ( 36)

这样所有是 q、p的有理函数 O( p，q) 的运动方程为
h－

i
O·=HO－OH

或者 ih－ O·=OH－HO≡［O，H］ ( 37)
运动方程式( 37) 即海森伯运动方程，该方程以物理
量为时间的函数，量子态不随时间变化．从标准量子
力学看，实际上就是海森伯绘景( Picture) 下表示物
理量的算符的运动方程．

泡利( W． Pauli) 利用三人文章的新力学，借助
于荣格－楞次( Runge－Lenz) 矢量将能量 H，角动量

p
→2 平方，角动量 Pz方向分量对角化，得到了氢原子
能量本征值的玻尔公式，不仅如此泡利运用微扰论
轻而易举的解决了斯塔克( J． Stark) 效应和交叉的
电、磁场作用下氢原子光谱的分裂，这一问题对于旧
量子论一直存在着不可克服的困难［11］．泡利关于氢
原子的工作证实了三人文章的量子力学至少同旧量
子论同样有效，另外也给玻尔的氢原子理论提供了
严格的理论依据．

3 玻尔氢原子理论的地位和对应原理的历
史意义

在原子的卢瑟福核式模型的基础上发展起来的

玻尔氢原子理论第一次把光谱纳入一个理论体系
中．玻尔理论指出经典物理的规律不能完全适用于
原子内部，微观体系应该有特有的量子规律．玻尔理
论中普遍的规律有: 1、原子具有能量不连续的定态，
原子只能较长时间停留在这些定态，定态上的原子
不发射也不吸收能量; 2、原子从一个定态跃迁到另
一个定态发射或吸收电磁波的频率是一定的，满足
频率条件 hνkn =Ek－En．玻尔理论指出了当时原子物
理发展的方向，极大地推动了实验工作( 如弗兰克－
赫兹实验，施特恩－盖拉赫实验，尤里( H． Urey) 发现
氢的同位素氘) 和理论工作( 如爱因斯坦受激辐射
理论，索末菲椭圆轨道和相对论效应修正，克喇末
斯－海森伯色散理论，海森伯矩阵力学) 的发展，承
前启后，是原子物理一个非常重要的进展．

1925 年海森伯关于矩阵力学的第一篇文章就
是多次运用对应原理发现矩阵乘法运算规则，矩阵
力学可以说是对应原理的逻辑结果．1925 年到 1927
年海森伯、薛定谔、狄拉克、玻恩、约当创立发展了量
子力学后，对应原理今天已无重要性．既然玻尔并未
提出小量子数情形下跃迁概率与经典振幅之间普遍
而定量的关联，对应原理在旧量子论中为何还如此
有用，以至于玻尔和玻恩对它作出了这么高的评价?
这是因为［12］，对应原理虽未能给出计算跃迁概率的
普遍方法，但玻尔所说的跃迁概率与经典振幅之间的
“密切的联系”包含了一些重要的定性对应，比如可
以通过对经典振幅的分析确定量子跃迁为零的情形，
这样就可以导出量子跃迁的选择定则，光谱强度以及
跃迁辐射的偏振性质，而这些在旧量子论( The Old
Quantum Theory) 时期具有极大的重要性．
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